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INTRODUCTION 
Now etudions dans ce travail, le mouvement d’une particule quantique de 
spin f, chat-gee, dans un champ electromagnetique. Le spineur dlcrivant cette 
particule evolue selon l’equation de Pauli [2]. Utilisant les idles de Kac 161, 
nous passons i l’equation de la chaleur associee i l’hamiltonien de Pauli que 
nous resolvons par une formule probabiliste. Cette formule fait intervenir des 
functionnelles de Kac matricielles et une exponentielle imaginaire d’integrale 
stochastique (correspondant au transport de la particule classique dans le 
champ electromagnetique), c’est-i-dire une “integrale de Fourier 
stochastique.” ce dernier terme est assez dilicat a controler de facon precise 
car il est extremement oscillant. kvidemment un premier controle tres 
grossier consiste i majorer cette exponentielle imaginaire par 1; cela n’est 
absolument pas satisfaisant (voir exemple au paragraphe 5). Le but de ce 
travail est done de donner une majoration plus precise du semi-groupe dans 
le cas du champ ayant une symetrie axiale en utilisant une “separation des 
variables stochastique.” Nous obtenons ainsi une majoration de 1’ “integrale 
de Fourier stochastique” par une integrale de M. Kac usuelle (voir 
theoreme 2 du paragraphe 4). 
Lorsque cette reduction est operle, nous sommes ramenes a des techniques 
usuelles, bien connues depuis [ 1, 41 pour l’etude des comportements globaux 
de tels semi-groupes (borne inferieure de spectre, estimees hypercontractives. 
etc.). 
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I 1. L%QLJATION DE PAULI 
Considerons une particule non relativiste de spin f dans un champ 
magnttique exterieur. L’evolution de cette particule est d&rite par un 
spineur, I 2 composantes iy = ( z; ) par l’equation de Pauli 
fl aw ---= 
i 13 [ &u(-ihV-eA))‘+eV ly 1 
oti u = (ox, oy, a,) est le vecteur des 3 matrices de Pauli 
A est le potentiel vecteur electromagnetique que nous supposons satisfaire la 
condition de Lorentz 
div A = 0. 
Y est un potentiel externe, e la charge electrique, h la constante de Planck 
divisbe par 27r, m la masse. Un calcul de routine montre que 
(a(-ihV - eA))’ = -A2(oV)2 + ieA(aV)(ctA) 
+ ieh(uA)(uV) + e*(uA)‘. 
Comme les matrices de Pauli sont anticommutatives et de carre 1, on en 
deduit que si a, p sont des vecteurs quelconques 
(au) . (@I) = (a . p) Id - iu . (a A p). 
On a done un hamiltonien H qui vaut pour m = 1 ou B = rotA et Id est la 
matrice identite 2 x 2. 
Pour simplifier l’icriture nous ferons encore h = 1 et nous obtenons: 
-H= 
Au lieu de considirer I’equation de Schrijdinger d’hamiltonien H, nous 
passons en temps imaginaire et tcrivons l’equation de la chaleur (voir [6]) ce 
qui a peu d’importance si on n’etudie que les proprietes spectrales de -H; 
cette equation prend la forme 
hJ 
al= [( +d-ie(A. V)-:]A\‘-eY) Id-eBu)] ty. (1) 
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2. RESOLUTION PROBABILISTE DE (1) 
Utilisons l’argument de Feynman-Kac pour &ire une resolution 
probabiliste de cette equation. Notons b,(t) le brownien de dimension 3 dont 
le ginerateur infinitesimal est iA. Pour chaque trajectoire o, notons encore 
exp(* .I’b (-eBa)(b,j(s) ds)) la matrice M(r) solution de 
M(0, w) = Id. 
dM 
dt- 
- - e(Bo)(b,(l)) M(f, 0) (voir ] 8 1). 
(2) 
Soit lo une donnee initiale et P,ty,, la solution de 
ap, wo -= - HP,‘v,,, 
at 
P,Ic/o = vo. 
(3) 
THI~OR~ME 1. On a la formule probabiliste suivante pour P,yo qui 
dej?nit un semi-groupe: 
P, wo)(mo) = Em0 ew * 
( (j 
.’ (-eBa)@,(s) d 
0 
s) exp (-e j,’ W,(s) ds))) 
x exp (-ie 1.’ A@,(s)) . db,(s)) vo@,W)). 
-0 
Remarque. Ici E,O est l’esperance conditionnelle sachant que 
b,(O) = m,; .fh W,(s))~ h,( 1 s es une integrale stochastique (voir 131). t 
Cette formule est la version probabiliste “rigoureuse” de la formule de 
Feynmann pour la propagation de l’equation de Schrodinger (voir [3 1). 
Dkmonstration du thkorime. La propriite du semi-groupe s’obtient en 
conditionnant par rapport au passe de t par une verification maintenant 
usuelle. Par suite, pour vhitier que cette formule donne la solution de (3), il 
sufftt de le faire pour t voisin de 0. Pour cela diveloppons pour t-+ 0 les 
differents termes: d’abord par definition 
.dr 
exp * (1 (-eBa(b,)(s)) ds = Z - (eBa)(b,(O)) df + ..., 0 (5) 
( J 
.dr 
exp -e V(b,(s)) ds = Z - eV(b,(O)) dt + ... 
0
ensuite par la formule d’ltd, (6) 
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y/o@,(f)) = vo@,(O)) + Wo)(b,(O)) . h,(t) 
+ &Iwo)@,(O)) dt + ..a, (7) 
( 1 
.dt 
exp -ie A(b,(s)) h,(s) = I -ieA(b,(O)) a h,(t) 
0 ) 
- fez IAI*(b,(O)) dt + ... (voir [ 7 I). (8) 
Regroupons (5), (6), (7), (8) pour calculer P,yo: on a 
(Pdt’Yo)(b,(O)) - (~o)@,W) 
= [$ltyo) - e(Ba) & - V e tyo - je’ 1 A I* tyo - ie(AVy,) ] dt + o(dt) 
en tenant compte de ce que db: db; = dt et de ce que les esperances 
conditionnelles des integrales stochastiques sont nulles. 
Remarque. Notons que le terme fe* IA I* est pris en compte par l’in- 
tigrale stochastique ftgurant dans (4). 
Nous aurons besoin aussi d’un petit lemme sur le dtveloppement des 
exponentielles multiplicatives. 
Posons 
W,(s)) = (-eB~)(b,(s)). 
LEMME 1. On a 
x .?8(b,(t,)) dt, ... (9) 
Dtfmonstration. Le produit dbfinissant cette exponentielle multiplicative 
est 
= lim 
n-+a2 [ 
I+;:, .-s (b, (!$))+--+$kl$<kj 
x.~(b-(~))....~(b,(~))+...]. 
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I1 est clair que 
3. ETUDE D’UNE CLASSE DE CHAMP A SYMiTRIE AXIALE PARTIELLE 
(a) Dans l’etude de I’ilectromagnetisme. la symetrie axiale joue un 
role analogue a la symetrie spherique dans le cas de la diffusion par rapport 
a un potentiel. Nous allons supposer que le champ A est ci syme’trie axiale 
autour de l’axe des z et que la composante A, est nulle. 
Comme div A = 0, on peut toujours supposer que la composante radiale 
du champ dans les plans paralleles au plan xO~ est nulle et par suite ecrire le 
champ A sous la forme 
A = (-f@, z)yJ@. z)x, 0) (10) 
ou p’ = x2 + $. Nous appellerons done @, 6, z) les coordonnees cylindriques 
d’axe Oz. Alors 
B=(-xf,-yfz.2f+pfo)=(-xf;. -jf:,B,). (11) 
Nous supposons V= V@, z) independant de 0. 
(b) Analysons alors les differents termes de la formule probabiliste 
(4). Notons pour cela 
b,,,(s) = @w(s), I,. z,,(s)) (12) 
la decomposition en coordonnees cylindriques du mouvement brownien de 
F’. Le terme Ba s’ecrit 
Bo = B.-a, - pfi D(0) (13) 
Oli 
Le terme d’inttgrale stochastique est 
(14) 
INT!hRATION DE L’IiQUATION DE PAUL1 393 
ou ici b,(s) = (x,(s), y,(s), z,(s)) sont les coordonnees cartesiennes du 
mouvement brownien. 
Indiquons maintenant rapidement la construction probabiliste de p,(s): ce 
n’est autre que le processus de Bessel: il satisfait l’equation differentielle 
stochastique 
oti Q,(s) est une differentielle du brownien h une dimension. De meme B,(s) 
est obtenu par 
d8, (s) = &ydB- (s) 
w 
ou dp’, (s) est une differentielle stochastique de brownien independant de 
d?o, 6). 
Tenant compte de (15) l’integrale stochastique (14) s’ecrit: 
ie l.ff@,3 zJ P, dBm (s). 
-0 
(16) 
(c) Analysons maintenant une decomposition de l’espace de Hilbert 
Y= L2(lR3) @ C* des spineurs qui va nous servir plus loin. Pour cela 
etudions la matrice O(O) definie par (13); elle a 2 vecteurs propres de valeurs 
propres respectives +l, et - 1 
V,(B) = ‘;” ( ) , v*(e) = -;‘” ( 1 (17) 
Nous developperons le spineur I selon cette base par 
(17)’ 
ok @) _ (k) - a @, z, O), puis nous divelopperons czCk) en sirie de Fourier par 
rapport a e 
cdkyp, z, e) = +f CZAR’@, z) eine. 
n=-m 
Nous noterons par WY’ un spineur du type 
wLkb = akk)@, z) eine Vk. (19) 
Evidemment, il nous sufftt d’etudier I-action de P,. defini en (4). sur un 
spineur wLk’. Ces spineurs definissent un espace de Hilbert VLk’ et I’espace 
de Hilbert X de tous les spineurs li/ est somme directe 
Cette decomposition est evidemment analogue a la decomposition en 
ondes partielles pour une particule dans un champ de potentiel a symttrie 
spherique, bien que cette dkomposition ne diagonalise pas Phamiltonien H. 
4. ETUDE DU SEMI-GROUPE SUR LE SOUS-ESPACE 8),k’ 
La formule du semi-groupe (4) sur FCy’ s’ecrit en developpant I’esponen- 
tielle chronologique exp(* J’b 8((bw ds)) ds) selon la formuie du lemme 1. 
X exp (-ie l.‘f(pS, z,)p, d/?(s)) )’ dt, 1” dt, . . . 
-0 -0 ’ II 
(.I dtk(-e)“(&J, -f,@)(t,) *.. 
. (k-1 
(B,u: -f,pD)(t,) einecf)W(O(t)) 
I 
ou (Bzuz -f,pD)(t) est abrtviation pour 
B,@,, z,) uz -f&l Z,)P,WW)). 
Maintenant pour integrer cette formule, nous allons effectuer une sorte de 
skparation de I’esperance en ecrivant 
oti l? est une esperance sur le brownien dp, definissent I’angle par (15)’ et E 
est une esptrance sur les hasards independants d/I(s) definissant p par (15) et 
z,(s). I? et I? sont alors independants par construction. Pour abreger nous 
appelerons I? I’esperance “angulaire”. Nous commenGons par integrer le 
degre de liberte angulaire dp, i.e., nous prenons d’abord l’esperance l?. 
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Pour fixer les id&es, nous prendrons I= 1. Alors 
e inO(t)~/l(e(t)) = 
Nous avow ti calculer (cf. (20)) 
-ie jf @,, z,)p, djl,(s)) 
-0 
x @I 0: -f:@)@,) “* @z”z -f,PD)ttk) 
Nous dkoupons 
exp (-ie!~f(p,,z,)p,d&s))=exp (-ieJI’)exp (4e.I::) . ..exp(-ie!.] 
Lorsque nous intlgrons en I?, il est clair que f (p,, zs) p, et l/p, sont des 
variables certaines. On peut utiliser alors la formule de l’exponentielle- 
martingale complexe de MC Kean [ 7 ] 
‘.(7 
E exp i 
( (1 -t 
a(s)d&))) =exp (-4jra’(s)ds) (23) 
lorsque a est certaine par rapport i dE 
Revenons 1 (2 l), pour calculer f,, nous conditionnons par rapport i la 
tribu .$f, du passt s < tk ,&a~,). I1vient en utilisant (22) et (23) 
r,=,!?( exp( --iel:fidq j:dtl!tldt2 a.* 
! 
-’ dtk(-eIk 1x1 (Bzoz --f,PD)(tj), 
tk-I j= I 
ei(n+‘)~(tk)exp (-tj): (?$-@p,)‘&) 
* ei”ecrn)exp (-GJtl (t-eJps)’ ds) 
i 
(24) 
Nous poserons aj = II, et bj =f,(tj) p(tj). Faisons agir akuz + bkD(r,,) 
sur le vecteur qui apparait, nous obtenons le spineur i 2 composantes: 
que nous noterons 
e itn+ I)e(fk) 5, 
&nfl(tk) 
qk 
oti &, qk sont indtpendants du hasard I?. Alors (24) devient 
On utilise 
e ino = einelrr-ll exp 
et on conditionne par rapport i .m8r,m, ; (25) devient 
I;, =E exp ( (ie Jl*‘j,k dp) {I’ dt, ... [ dtk(-e)k D (aja, + b,D(tj)) 
-r&I 
Puis on applique ak- , . ur + bk-,D(tk- ,) i ce spineur ce qui fournit un 
spineur 
(27) 
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OLi 
etc. en conditionnant par descente de proche en proche jusqu’a t, puis a 0 ce 
qui supprime done E’ completement. 
Nous passons maintenant a la majoration de &. Nous icrivons finalement 
rk = einBfO)J;, . (29) 
ou .& est spineur et 0(O) est l’angle azimuthal du point m, de depart. Dans 
un terme du genre (28) nous majorerons les exponentielles par 
ek=exp [-+!z-,Inf ( (+-tiS)‘, (t-tiS)‘) ds]. t30) 
Alors 
Ib,I la,-,1 )i )I qk Ek’ 
(31) 
La matrice (1;; It\ ) se diagonalise par 
(;ii I:!)=+(‘, :)(la/O’b’ ,$,b,)(: :I) 
avec matrice de passage constante. Par consequent les composantes de fk 
sont inferieures au supremum des 2 composantes des spineurs. 
‘80’44!3-IO 
Utilisons maintenant (20). (29) et 32). On peut &ire finalement 
(rappelons que l’on a pris I = 1) 
v/:,“(m,. t) = e it~H’O’L~‘(mo~ t) (33) 
ou le spineur Ljf’(m,, t) est borne par 
” (v@,, 4 + W,@,, zs) + If,,l~,)) ds 
(34) 
Cela dimontre done le theoreme 2: 
T&O&ME 2. Soil w:” = a:“@, z) e’“‘V,(B) un spineur de respace @“k”. 
A lors 
ylf’(m,, f) = ei”e’o’L~“(mo, t) 
avec Ljf’(m,, t) un spineur dont les 2 composantes sent majorkes par le semi- 
groupe usuel de Feynman-Kac par la formule (34). 
Remarques. (1) A priori Ll(‘(m,, t) depend encore de l’angle. mais le 
controle par (34) n’en depend plus. 
(2) L’espace .FL’) n’est pas en general invariant par le semi-groupe P, ; 
par contre le controle par (34) ne depend plus que de n. 
(3) I1 est clair que le controle par (34) donne un resultat bien meilleur 
que le controle brutal qui consisterait i majorer l’exponentielle imaginaire 
par 1; dans ce cas le controle obtenu serait 
+ If;,1 PA) ds 1 x cd”@,. z,) 1 (34)’ 
avec oubli total de l’exponentielle negative. Une telle integrale peut par 
exemple ktre non bornee si t + +co, alors que l’inttgrale correspondante dans 
(34) peut decroitre exponentiellement rapidement si r+ fco (voir le 
paragraphe 5 suivant). 
INTbGRATION DE L’tQUATION DE PAULI 399 
5. UN EXEMPLE DE CALCUL POUR UNE PARTICULE CHARGkE SANS SPIN 
Considerons, pour simplifier, une particule sans spin et supposons f 
independant de z. On a a etudier 
Ici w est une fonction scalaire; la formule probabiliste qui permet de 
resoudre ce probleme est 
w(m, 0 = E, 
Nous developpons encore v/,, en serie de Fourier 
posons 
W&GY, z) = 1 einev4&~ zh 
n 
I&J, z, f) = C einerpn@, z t) 
n 
nous voyons aussitot que 
Prenons par exemple le cas n = 0 (solution i symttrie cylindrique d’axe 
Oz) et f constant (i.e., champ magnetique constant), dans ce cas nous voyons 
que nous pouvons autoriser un potentiel 
V(p) = -kp2 
pourvu que k < e2/8 et l’intigrale precidente continue alors a converger (et 
meme decroitre exponentiellement rapidement) ce qui fournit une borne 
infkieure du spectre > 0) alors que l’oubli de l’exponentielle imaginaire 
donnerait une divergence extremement rapide en t. 
Remarque. Comme il a ete signale dans l’introduction, les extimees (34) 
ou (35) reduisent le probleme des spineurs dans un champ electromagnetique 
a des estimees de fonctionnelles de Kac usuelles. Nous ne developpons pas 
ici I’application de ces estimees, ce qui peut dtsormais se faire assez 
facilement (cf. [ 1,4]). 
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